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Оптимізовані віконні функції для спектрального аналізу  

на базі цифрових фільтрів 
 

У статті розглянуто актуальне питання щодо підвищення точності спектрального аналізу 

в комп’ютеризованих системах за рахунок оптимізації віконних функцій, що використовуються у 

дискретному перетворенні Фур’є. Основною проблемою в спектральному аналізі сигналів у 

реальних умовах є спектральний виток, який спричиняє появу небажаних бічних пелюсток у 

спектрі сигналу. З метою зменшення цього ефекту традиційно використовуються віконні функції 

(Ханна, Хеммінга, Блекмана, Кайзера тощо). Проте їх характеристики мають певні обмеження, 

і в багатьох практичних задачах їх застосування не дозволяє досягти максимальної точності. 

Запропоновано підхід до формування віконних функцій шляхом синтезу цифрових фільтрів з 

кінцевою імпульсною характеристикою, що дає змогу отримати більш гнучкий інструмент 

адаптації до специфіки сигналів. Продемонстровано можливість використання стандартних 

методів синтезу цифрових фільтрів. Проведено порівняльний аналіз спектральних характеристик 

синтезованих вікон з класичними віконними функціями. Результати моделювання демонструють, 

що синтезовані вікна здатні забезпечити нижчий рівень бічних пелюсток за аналогічної ширини 

головного пелюстка, що безпосередньо впливає на зниження похибки при спектральному аналізі. 

Отримані результати є важливими для підвищення ефективності комп’ютеризованих 

систем моніторингу якості електроенергії. Запропонований підхід має потенціал до подальшої 

адаптації шляхом впровадження методів машинного навчання та евристичних алгоритмів для 

автоматичного налаштування параметрів віконних функцій залежно від умов аналізу. 

Ключові слова: ДПФ; віконні функції; цифрові фільтри; КІХ-вікна. 

 

Актуальність теми. Несинусоїдальність форми кривих напруги електричної мережі, зумовлена 

присутністю вищих гармонійних складових, породжує комплекс серйозних проблем в електричних 

системах [1]. Однією з таких проблем є додаткова втрата енергії, тобто зниження ККД і терміну служби 

устаткування внаслідок перегріву, вібрацій та інших чинників [2, 3]. Інша проблема призводить до збоїв у 

роботі чутливої електронної апаратури: мікропроцесорних пристроїв релейного захисту, автоматики, 

систем телемеханіки тощо. Достовірний моніторинг параметрів якості електроенергії у мережі, у тому 

числі гармонійних складових, є запорукою надійного та ефективного функціонування енергосистеми [4]. 

Сучасні комп’ютеризовані системи широко застосовуються у багатьох галузях людської діяльності: 

енергетиці, медицині, промисловості тощо. Основу обробки сигналів у таких системах становить цифрова 

обробка сигналів, в якій спектральний аналіз займає одне з ключових місць. Однак використання 

дискретного перетворення Фур’є (ДПФ) у реальних умовах, коли аналізується скінченна вибірка сигналу, 

супроводжується спотвореннями, викликаними спектральним витоком (spectral leakage) [5–8]. 

Для зменшення цього ефекту традиційно застосовуються віконні функції (window functions), які зважують 

сигнал перед перетворенням. Вибір віконної функції значною мірою визначає компроміс між 

спектральною роздільною здатністю та рівнем побічних спектральних компонентів. Проте стандартні 

вікна (Ханна, Хеммінга, Блекмана, Кайзера тощо) мають обмежені характеристики та не завжди 

забезпечують потрібну точність. Таким чином, розробка методів оптимізації віконних функцій є 

актуальним завданням, що дає змогу поліпшити точність спектрального аналізу в комп’ютеризованих 

системах і, зокрема, в системах моніторингу параметрів якості електроенергії в мережі. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій, на які спирається автор. Питання зменшення 

спектрального витоку розглядається досить давно. Одну з перших публікацій представлено в 70-х роках 

ХХ століття, де наведено фундаментальні властивості різних віконних функцій та їх вплив на результати 

спектрального аналізу [8]. 

Віконні функцій можна умовно розбити на три типи: класичні, параметричні та адаптивні [9, 10]. 

Основними критеріями вибору віконної функції є показники параметрів: ширина головного пелюстки, 

максимальний рівень бічних пелюсток, швидкість спаду бічних пелюсток. 

До класичних вікон відносяться: прямокутне, Ханна, Хеммінга, Блекмана тощо. Ці вікна мають строго 

задану, незмінну форму, добре досліджені з позиції компромісу між шириною головної пелюстки і 

максимальним рівнем бічних пелюсток. 

Основні показники параметрів деяких класичних вікон представленні в таблиці 1. 
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Таблиця 1 

Характеристики віконних функцій 

 

Вікно 
Ширина головного пелюстка, 

бін ДПФ 

Максимальний рівень бічних 

пелюсток, дБ 

Прямокутне 2 -13.3 

Ханна 4 -31.5 

Хеммінга 4 -42.7 

Блекмана 6 -58.0 

 

Подальший розвиток отримали параметричні вікна. Вони мають один або кілька параметрів, що 

налаштовуються, які дають змогу плавно змінювати властивості вікна (баланс між шириною головного 

пелюстки і максимальнім рівнем бічних пелюсток). Наприклад, вікно Кайзера дозволяє регулювати всього 

один параметр – бета-параметр [5–8]. 

Сучасні дослідження також досліджують можливість побудови адаптивних вікон на основі аналізу 

локальних характеристик сигналу або з використанням методів машинного навчання, що дає змогу гнучко 

реагувати на зміну умов (наприклад, наявність імпульсних завад або зміна спектрального складу в 

часі) [10, 11]. Адаптивні вікна – це не окремий клас вікон, а методи для динамічного вибору типу вікна або 

значень параметрів параметричного вікна безпосередньо під сигнал, що аналізується, тобто мета – 

автоматично знайти оптимальний компроміс. 

У цій роботі [11] оцінюється вплив різних віконних функцій, які використовуються в ДПФ, на 

ефективність моделей глибокого навчання для класифікації ЕКГ. У роботі проводився аналіз трьох вікон: 

Хеммінга, Ханна і Блекмана. Вікно Блекмана показало найкращу точність класифікації. 

У публікації [12] було наведено дослідження впливу форми та параметрів спектральних 

згладжувальних вікон на точність оцінок спектральних діагностичних ознак. Для цього здійснювалося 

моделювання реалізацій вібраційних сигналів з відомими спектральними характеристиками, після чого 

проводився статистичний спектральний аналіз цих реалізацій зі згладжуванням за допомогою різних типів 

спектральних вікон. Відзначено вплив параметрів спектральних вікон на показники результатів 

спектрального аналізу. 

У публікації [13] при гармонійному аналізі енергосистем, щоб зменшити похибку, використовували 

алгоритм ДПФ з віконною інтерполяцією. У ній застосовується метод інтерполяції триточкового 

спектрального піка. Результати імітаційного експерименту показали, що швидкість загасання бічних 

пелюсток віконної функції має велике значення для зменшення похибки. Під час аналізу методу з 

триточковою інтерполяцією ДПФ, використовували вікна Ханнінга, Блекмана та Натталла. Вікно Натталла 

для цієї задачі є найкращим вибором з точки зору точності. 

У роботі [14] використовували ДПФ для гармонійного аналізу електричних сигналів. Результати 

моделювання показали досить низьку похибку під час аналізу інтерполяційного методу електричних 

гармонік на базі ДПФ з використанням вікон Ханнінга або вікна Блекмана. 

У роботі [15] розв’язується задача з оцінювання частоти сигналу. У цьому дослідженні розроблено 

новий алгоритм оцінювання частоти. Базується цей алгоритм оцінювання частоти на методі триточкової 

спектральної інтерполяції з використанням віконного ДПФ. Результати моделювання показали, що 

запропонований алгоритм демонструє чудову точність оцінювання частоти. ДПФ виконувалося з 

віконною функцією Натталла. 

Як бачимо, всі розглянуті роботи націлені на розв’язання різних завдань, однак у всіх основу становить 

ДПФ з вибором віконної функції. 

Метою статті є дослідження методів оптимізації спектрального аналізу в комп’ютеризованих 

системах визначення показників якості електроенергії шляхом використання цифрових фільтрів із 

кінцевою імпульсною характеристикою як узагальнених віконних функцій та порівняння їх ефективності 

з класичними підходами. 

Викладення основного матеріалу. З математичної точки зору, ДПФ сигналу із застосуванням 

віконної функції задається таким виразом (1): 

X(k) = ∑ x(n)e−i
2πkn

NN−1
n=0 , (1) 

де X(k) – спектральне представлення послідовності x(n), n – номер відліку, N – розмір вибірки, k – номер 

спектральної складової, x(n)  – послідовність даних, для якої потрібно отримати спектральне 

представлення. 

ДПФ використовується під час обробки кінцевої вибірки даних, яка є частиною сигналу. 

Це призводить до спотворення частотного спектра сигналу внаслідок розривів першого роду на межах 

вибірки. Традиційним рішенням, яке зменшує спотворення, є застосування віконної функції. Віконна 

функція здійснює зважування вибірки даних. В цьому випадку послідовність даних x(n)  буде 

розраховуватися таким чином (2): 
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x(n) = x`(n)w(n), (2) 

де x`(n) – послідовність відліків вхідного сигналу, w(n) – послідовність відлікі віконної функції. 

Зворотний ДПФ для послідовностей x(n), x`(n) та w(n) матиме такий вигляд відповідно: 

x(n) =
1

𝑁
∑ X(k)ei

2πkn

NN−1
k=0 , (3) 

x`(n) =
1

𝑁
∑ X`(k)ei

2πkn

NN−1
k=0 , (4) 

w(n) =
1

𝑁
∑ W(k)ei

2πkn

NN−1
k=0 . (5) 

Виконаємо деякі перетворення. Підставимо вирази (4) та (5) у вираз (2), тоді отримаємо вираз (6): 

x(n) =
1

𝑁2
∑ X`(l)ei

2πln

NN−1
l=0 ∑ W(k)ei

2πkn

NN−1
k=0 . (6) 

Переставляючи множники, отримаємо вираз (7): 

x(n) =
1

𝑁2
∑ X`(l) (∑ W(k − l)ei

2π(k−l)n

N
N−1
k=0 ) ei

2πln

N
N−1
l=0 =

1

 𝑁2
∑ (∑ X`(l)W(k − l)ei

2πkn

N
N−1
k=0 )N−1

l=0 . (7) 

Спрощуємо. В результаті отримаємо вираз (8): 

x(n) =
1

𝑁
∑ (

1

𝑁
∑ X`(l)W(k − l)N−1

l=0 ) ei
2πkn

NN−1
k=0 . (8) 

Порівнюючи вирази (3) і (8), можемо записати вираз (9), який відображає взаємозв’язок між 

спектральним представленням послідовностей x(n), x`(n) та w(n): 

X(k) ∝ ∑ X`(l)W(k − l)N−1
l=0 . (9) 

Вираз (9) є згорткою в частотній області і показує, що гармонічні складові виділяються гребінкою 

фільтрів з амплітудно-частотною характеристикою (АЧХ) W(k) , які відповідають фільтру з кінцевою 

імпульсною характеристикою (КІХ). Таким чином, можна розрахувати послідовність відліки віконної 

функції не за допомогою класичних та парметричних віконних функцій [5–8], а з використанням 

оптимізаційних методів синтезу КІХ-фільтрів (надалі будемо називати такі вікна КІХ-вікнами). 

Для синтезу фільтрів існує безліч методів проєктування, серед яких можна виділити класичні (метод 

зважування; метод частотної вибірки; метод найменших квадратів, метод найкращої рівномірної 

апроксимації) [5–7] та евристичні методи проєктування КІХ-фільтрів [16–18]. Серед евристичних 

алгоритмів можна виділити генетичний алгоритм, який має низку переваг перед іншими оптимізаційними 

алгоритмами: відноситься до глобальних методів оптимізації; є паралельно масштабованим; може 

використовуватися для багатокритеріальної оптимізації тощо. 

Відповідно до стандартів [19–21] кількість гармонійних складових, які повинні моніторитися в 

електричній мережі, становить 40. Звідси випливає, що кількість відліків, для якого виконуватиметься 

ДПФ, на один період напруги має бути не меншою за 80. Враховуючи кількість бін головного пелюстки, а 

також для спрощення виконання ДПФ (приводимо кількість відліків до степеня 2), вибірка даних 

складатиметься з 256 значень. 

Синтезувати КІХ-фільтр будемо з використанням методу найменших квадратів [5–7]. Ширина 

головного пелюстки буде 4 біни, а порядок фільтра становитиме – 256. Результат синтезу представлено на 

рисунку 1 (синя крива), а чисельне значення у таблиці 2 (показано тільки половину відліків, оскільки вікно 

симетричне).  

На рисунку 1 крім отриманої КІХ-вікна також показано вікно Ханна для порівняння (помаранчева 

крива). В цьому випадку АЧХ головного пелюстка синтезованого вікна майже співпадає з вікном Ханна 

(рис. 2). Відмінність за максимальним рівнем бічних пелюсток (приблизно -10дБ), що досить суттєво. 

На рисунку 3 приведено ще один приклад синтезованого вікна (приклад синтетичний, але він 

демонструє особливості даного підходу). З рисунка видно (зображення промаштабоване), що головний 

пелюсток має досить широку плоску вершину (майже 1 бін), але в той же час маємо максимальний рівень 

бічних пелюсток однаковий. Звісно, що недолік цього вікна – досить високий рівень бічних пелюсток, але 

це через те, що вершина плоска занадто, однак це демонструє гнучкість цього підходу. 
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Рис. 1. Віконна функція, що була синтезована 

 

Таблиця 2 

Відліки КІХ-вікна 

 

Значення віконної функції, w(i) = w(N-i) 

x[0] = 0.0001039457 

x[1] = 0.0001245796 

x[2] = 0.0001464945 

x[3] = 0.0001697201 

x[4] = 0.0001942854 

x[5] = 0.0002202186 

x[6] = 0.0002475474 

x[7] = 0.0002762982 

x[8] = 0.0003064969 

x[9] = 0.0003381684 
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Рис. 2. АЧХ віконної функції, що була синтезована 

 

 
 

Рис. 3. АЧХ віконної функції з плоскою вершиною, що була синтезована 

 

Висновки та перспективи подальших досліджень. Запропонований підхід до оптимізації 

спектрального аналізу шляхом синтезу віконних функцій на основі цифрових фільтрів з кінцевою 

імпульсною характеристикою дозволяє гнучко налаштовувати характеристики вікна відповідно до вимог 

конкретного застосування. Порівняння з класичними віконними функціями, такими як Ханна, показало 

переваги у зменшенні рівня бічних пелюсток без втрати роздільної здатності, що особливо важливо для 

аналізу сигналів в умовах високої зашумленості або обмеженої кількості відліків. 

Перспективи подальших досліджень полягають у застосуванні адаптивних та інтелектуальних методів 

оптимізації, зокрема генетичних алгоритмів та машинного навчання, для автоматичного налаштування 

параметрів вікон. Це дозволить розробити універсальні алгоритми спектрального аналізу, здатні 

ефективно функціонувати у динамічно змінних умовах реального часу, що відкриває нові можливості для 

моніторингових систем, зокрема в енергетиці. 
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Petrosian R.V.  

Optimized window functions for spectral analysis based on digital filters 

The article addresses a relevant issue of improving the accuracy of spectral analysis in computerized systems by optimizing 

window functions used in the Discrete Fourier Transform (DFT). One of the main challenges in real-world signal spectral 

analysis is spectral leakage, which causes the appearance of unwanted side lobes in the signal spectrum. To mitigate this effect, 

traditional window functions (such as Hanning, Hamming, Blackman, Kaiser, etc.) are typically applied. However, these 

functions have certain limitations, and their use in many practical tasks does not always provide the required level of accuracy. 

A novel approach is proposed for constructing window functions through the synthesis of Finite Impulse Response (FIR) 

digital filters. This provides a more flexible tool for adapting to the specific features of the analyzed signals. The use of standard 

FIR filter design methods is demonstrated. A comparative analysis of the spectral characteristics of the synthesized windows 

and classical window functions has been performed. Modeling results show that the synthesized windows can achieve lower 

side lobe levels while maintaining the same main lobe width, which directly contributes to reduced spectral estimation errors. 

The findings are essential for enhancing the performance of computerized systems for power quality monitoring. 

The proposed approach also shows promising potential for further development through the integration of machine learning 

techniques and heuristic algorithms, enabling automatic tuning of window parameters depending on analysis conditions. 

Keywords: DFT; window functions; digital filters; FIR windows. 
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