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Вплив температурного розширення абразивного  

зерна на напружений стан інструменту  
 

Мета роботи полягає в розробці моделі та методу визначення напружено-деформованого 

стану інструменту абразивної обробки матеріалів як ортотропного композита з довільною 

кількістю регулярно розташованих дискретних зерен, з’єднаних матеріалом зв’язки за умови 

теплового збільшення розміру довільного зерна робочої поверхні. В роботі встановлено, що 

екстремальні напруження зсуву матеріалу зв’язки в площині, нормальній до робочої поверхні 

інструменту, майже удвічі менші за відповідні напруження в площині, паралельній робочій 

поверхні інструменту. Теплове збільшення розмірів зерна, відповідно до принципу Сен-Венана, 

локально збурює напружено-деформований стан інструменту. Розмір зони локального збурення, 

викликаного тепловим розширенням зерна в напрямі розширення, залежить від механічних 

властивостей складових інструменту (модулів пружності на розтяг матеріалу зерен та на зсув 

матеріалу зв’язки). В усіх напрямах розміри зон збурень напружено-деформованого стану 

залежать від кількості зерен в інструменті в напрямах, що ортогональні напряму теплової 

зміни розмірів зерна. Отримані результати надають можливість комплексного врахування 

композитної ортотропної побудови, механічних властивостей складових інструменту, в якому, 

за рахунок теплового розширення, збільшився розмір довільного зерна робочої поверхні. 

Лінійність постановки завдання дозволяє, шляхом складання результатів для змін розмірів 

окремих декількох довільно розташованих зерен, та за довільної температури нагрівання, 

визначати сумарний напружено-деформований стан. Отримані залежності, на стадії розробки 

технології обробки, дозволяють кількісно оцінити рівень напружень в інструменті, 

прогнозувати ймовірну кількість циклів навантаження до руйнування, впливати на значення 

напружень шляхом добору матеріалів на стадії виготовлення інструменту, обирати режими 

різання на стадії розробки технології, чим підвищити ефективність використання інструменту 

абразивної обробки. 

Ключові слова: інструмент шліфування; зерно; зв’язка; теплове розширення; переміщення; 

сили; механічні властивості. 

 

Актуальність теми. Інструмент абразивної обробки складається з абразивних зерен, що з’єднані 

матеріалом зв’язки. В процесі експлуатації інструменту окремі зерна робочої поверхні періодично 

взаємодіють з деталлю. Взаємодія зерен та деталі супроводжується виникненням сил взаємодії та 

тепловиділенням. Тепловиділення спричиняє нагрів окремих зерен та збільшенням їх розмірів. Зерна 

збільшених розмірів тиснуть на суміжні зерна. Значення сил тиску залежать від механічних властивостей 

складових абразивного інструменту та розташування зерен в ньому як в єдиній композитній системі. 

Циклічність навантажень зерен, включно і зумовлених їх нагріванням, призводить до накопичення в 

інструменті мікроушкоджень. За досягнення межі витривалості руйнуються зерна, матеріал зв’язки. 

Руйнування зерен та випадання окремих зерен, внаслідок руйнування зв’язки, забезпечує оновлення 

різальної здатності зерен робочої поверхні інструменту. Встановлення механізму розподілу напружень в 

інструменті, зокрема тих, що виникли внаслідок зміни розмірів зерен, актуальна науково-технічна задача. 

Її розв’язання дозволить комплексно враховувати властивості, взаємне розташування та взаємодію 

складових інструменту як єдиної системи дискретних абразивних зерен, з’єднаних іншим неперервним 

матеріалом, – композитної конструкції, що обумовлена тепловиділенням у процесі експлуатації. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій, на які спираються автори. Питанням взаємодії 

складових інструменту абразивної обробки присвячена значна кількість робіт. У роботі [1] зроблено аналіз 

методів дослідження процесу різання одиничним абразивним зерном. Встановлено, що на процес різання 

впливають форма та кут орієнтації зерна відносно деталі, а комп’ютерне моделювання процесів різання – 

перспективний метод дослідження. Вплив зміни форми інструменту абразивної обробки, температурно-

силових факторів розглянуто в статті [2]. В [3] встановлено що радіус кромки впливає на значення 

коефіцієнта тертя в парі деталь – інструмент на значення сили різання. Про залежність коефіцієнта тертя 

вказано і в [4]. Автори [5] вважають, що абразивне зношування – основна форма зношування інструменту 
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абразивної обробки, а ступінь зношування абразиву можна оцінювати кривизною різальної частини [6]. 

В [7] експериментальним шляхом досліджено особливості процесу шліфування циліндричних поверхонь 

валів периферією орієнтованого круга в режимі затуплення, а в [8] – силові чинники процесу без 

центрового шліфування. В [9] визначено умови зменшення температури під час переривчастого 

шліфування та підвищення продуктивності за обмеження температури шліфування. В дослідженні [10] 

уточнено алгоритм розрахунку температури під час механічної обробки. В [11] розглянуто передумови 

(теоретичні та технологічні) самозаточування алмазних кругів. Звернуто увагу, що в літературі немає 

єдиного розуміння механізму самозаточування. Означена відсутність ускладнює розробку методів впливу 

на такий механізм. У [12] наведено відомі розрахункові схеми, методи розрахунку параметрів силової 

взаємодії елементів системи «абразивне зерно – зв’язка», а в [13] показано можливість підвищення 

стійкості за рахунок управління залишковими напруженнями в інструментальному композиті. В [14] 

наведено метод розрахунку складових сили різання на передній поверхні абразивного зерна. Спрощений 

алгоритм розрахунку температури різання запропоновано в публікації [15]. У [16] наведено основні 

чинники, які впливають на температуру в процесі обробки. Надано рекомендації стосовно раціональних 

режимів обробки за мінімуму миттєвих температур. 

Аналіз відомих робіт показав, що напружено-деформований стан (НДС) інструменту як композита 

дискретних зерен, з’єднаних неперервним матеріалом, викликаний зміною розмірів одного зерна не 

досліджено на достатньому рівні для визначення напружень, що виникають в інструменті. 

Метою статті є встановлення впливу теплового розширення зерна інструменту абразивної обробки 

на його напружено-деформований стан та отримання аналітичних залежностей для визначення 

кількісних показників такого стану 

Викладення основного матеріалу. В цілому за значної кількості зерен дещо відмінних розмірів в 

інструменті вони розподілені та з’єднані матеріалом зв’язки випадково. Разом з тим вдосконалення 

технологій виготовлення абразивних інструментів спрямоване на мінімізацію відмінності розмірів зерен 

зокрема алмазних та впорядкування їх взаємного розташування. Розглянемо інструмент як композитний 

ортотропний – з упорядкованим розташуванням зерен у трьох ортогональних напрямах, з’єднаних 

неперервним матеріалом, з відмінними від зерен механічними властивостями. 

Приймемо, що абразивний інструмент має форму паралелограма. Абразивні зерна – форму куба з 

ребрами, розмір яких – b. Зерна розташовані рядами, шарами та в рядах – в системі безрозмірних 

координат номерів (1 ≤ Δ ≤ K, 1 ≤ і ≤ M, 1 ≤ j ≤ N). Теплове розширення зерна змінює відстані поміж 

центрами суміжних з ним зерен робочого шару (Δ = 1) в двох напрямах. Закономірності змін подібні. 

Визначимо лише вплив зміни розміру на величину ε в напрямі j зерна з дискретними координатами i = I, 

j = J, Δ = 1. Умова рівноваги обраного зерна відмінна від умов рівноваги інших. Врахуємо це, умовно 

розріжемо інструмент площиною, паралельною площині i, Δ та такою, що проходить крізь центр маси 

зерна збільшених розмірів J. Отриманим частинам інструменту надамо номери один та два. Номери 

внесемо до індексів коефіцієнтів величин, що стосуються конкретних частин. У [17], на основі рівноваги 

окремого зерна, сформульовано вирази переміщень та сил взаємодії зерен у напрямку, нормальному до 

робочої поверхні інструменту. За аналогією переміщення та сили взаємодії зерен у напрямку осі j від 

теплового розширення одного зерна робочої поверхні мають вигляд: 
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∑ ∑
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𝑀 𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽 − 𝑒ℵ𝑚
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), 
(2) 

де 𝑐(𝜇𝑚, 𝑖) = cos(𝜇𝑚(𝑖 − 0,5)): 𝜇𝑚 =
𝜋𝑚

𝑀
;  𝛽𝑘 =

𝜋𝑘

𝐾
; 𝜖 – номер частини; E, F – модуль пружності та площа 

перерізу зерна;ℵ𝑘,𝑚, ℵ𝑚
𝑀 , ℵ𝑘

𝐾 – характеристичні показники; h – відстань поміж зернами. 

Характеристичні показники. 

ℵ𝑘,𝑚 = 𝑎𝑟𝑐ℎ (1 +
𝐺𝑏

𝐸 ℎ
(cos(𝛽𝑘) + cos(𝜇𝑚) − 2)),  ℵ𝑘

𝐾 = 𝑎𝑟𝑐ℎ (1 +
𝐺𝑏

𝐸 ℎ
(cos(𝛽𝑘) − 1)), 

ℵ𝑚
𝑀 = 𝑎𝑟𝑐ℎ (1 +

𝐺𝑏

𝐸 ℎ
(cos(𝜇𝑚) − 1)). 

Зазначимо, що грані інструменту, нормальні до напряму осей дискретних координат i та Δ, вільні від 

зовнішнього впливу. Вказане забезпечене в (1) та (2) формою тригонометричних функцій. На інші грані 

не діють дотичні навантаження. Вказане можливе за додаткових умов: 

𝑢1,𝑖,0,∆ = 𝑢1,𝑖,𝑁,∆𝑢2,𝑖,𝑁+1,∆ = 𝑢2,𝑖,0,∆. (3) 

Підставимо в умови (3) значення переміщень для обох поверхонь інструменту. Отримаємо: 
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𝐴1,𝑚,𝑘 = −𝐵1,𝑚,𝑘
1−𝑒
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𝑀
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𝑀 , (4) 
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𝑀𝑁
,  𝐴2,𝑘
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𝑀𝑁
. 

(5) 

Скористаємося співвідношеннями (4), (5) переформулюємо (1) та (2) для кожної з частин 

інструменту 
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∑ ∑ 𝐵1,𝑚,𝑘

𝑀−1
𝑚=1

𝐾−1
𝑘=1 (𝑒−ℵ𝑚,𝑘𝑗 +

1−𝑒
−ℵ𝑚,𝑘

1−𝑒
ℵ𝑚,𝑘

𝑒ℵ𝑚,𝑘𝑗) 𝑐(𝜇𝑚, 𝑖)𝑐(𝛽𝑘, ∆) +

+∑ 𝐵1,𝑚
𝑀𝑀−1

𝑚=1 (𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽 +

1−𝑒−ℵ𝑚
𝑀

1−𝑒ℵ𝑚
𝑀 𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽) 𝑐(𝜇𝑚, 𝐼) +

∑ 𝐵1,𝑘
𝐾 (𝑒−ℵ𝑘

𝐾𝐽 +
1−𝑒−ℵ𝑘

𝐾

1−𝑒
ℵ𝑘
𝐾 𝑒

ℵ𝑘
𝐾𝐽) 𝑐(𝛽𝑘 , ∆)

𝐾−1
𝑘=1

)

 
 
 
 

, (7) 

𝑢2,∆,𝑖,𝑗 =

1

𝐸𝐹

(

 
 
 
 
∑ ∑

𝐵2,𝑚,𝑘

ℵ𝑚,𝑘

𝑀−1
𝑚=1

𝐾−1
𝑘=1 (𝑒−ℵ𝑚,𝑘𝑗 −

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝑁

𝑒
ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝑁
𝑒ℵ𝑚,𝑘𝑗) 𝑐(𝜇𝑚, 𝑖)𝑐(𝛽𝑘 , ∆) +

+∑
𝐵2,𝑚
𝑀

ℵ𝑚
𝑀

𝑀−1
𝑚=1 (𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝐽 −
𝑒−ℵ𝑚

𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝑁

𝑒ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒ℵ𝑚

𝑀𝑁
𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽) 𝑐(𝜇𝑚, 𝐼) +

∑
𝐵2,𝑘
𝐾

ℵ𝜖,𝑘
𝐾 (𝑒−ℵ𝑘

𝐾𝐽 −
𝑒−ℵ𝑘

𝐾(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒
ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒ℵ𝑘
𝐾𝐽) 𝑐(𝛽𝑘 , ∆)

𝐾−1
𝑘=1

)

 
 
 
 

, 
(8) 

𝑇2,∆,𝑖,𝑗 =

−

(

 
 
 
 
∑ ∑ 𝐵2,𝑚,𝑘

𝑀−1
𝑚=1

𝐾−1
𝑘=1 (𝑒−ℵ𝑚,𝑘𝑗 +

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝑁

𝑒
ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝑁
𝑒ℵ𝑚,𝑘𝑗) 𝑐(𝜇𝑚, 𝑖)𝑐(𝛽𝑘 , ∆) +

+∑ 𝐵2,𝑚
𝑀𝑀−1

𝑚=1 (𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽 +

𝑒−ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝑁

𝑒ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒ℵ𝑚

𝑀𝑁
𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽) 𝑐(𝜇𝑚, 𝐼) +

∑ 𝐵2,𝑘
𝐾 (𝑒−ℵ𝑘

𝐾𝐽 +
𝑒−ℵ𝑘

𝐾(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒
ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒ℵ𝑘
𝐾𝐽) 𝑐(𝛽𝑘 , ∆)

𝐾−1
𝑘=1

)

 
 
 
 

. 
(9) 

Вище площиною в перерізі j = J інструмент умовно поділено на дві частини. Такий поділ не впливає 

на значення сил. Значення сил стиску зерен робочих поверхонь обох частин, для яких j = J, дорівнюють 

одне одному. Відповідно: 

𝑇1,∆,𝑖,𝐽 = 𝑇2,∆,𝑖,𝐽. (10) 

З умови рівності сил (10), з урахуванням (7) та (9), маємо такі співвідношення коефіцієнтів. 

𝐵1,𝑚,𝑘 = 𝐵2,𝑚,𝑘

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘𝐽+

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝑁

𝑒
ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝑁
𝑒
ℵ𝑚,𝑘𝐽

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘𝐽+

1−𝑒
−ℵ𝑚,𝑘

1−𝑒
ℵ𝑚,𝑘

𝑒
ℵ𝑚,𝑘𝐽

, 

(11) 𝐵1,𝑚
𝑀 = 𝐵2,𝑚

𝑀
𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝐽+
𝑒−ℵ𝑚

𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝑁

𝑒ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒ℵ𝑚

𝑀𝑁
𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝐽

𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽+

1−𝑒−ℵ𝑚
𝑀

1−𝑒ℵ𝑚
𝑀 𝑒𝑒

ℵ𝑚
𝑀𝐽

, 

𝐵1,𝑘
𝐾 = 𝐵2,𝑘

𝐾
𝑒−ℵ𝑘

𝐾𝐽+
𝑒
−ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
−ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒
ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽

𝑒
−ℵ𝑘
𝐾𝐽
+
1−𝑒

−ℵ𝑘
𝐾

1−𝑒
ℵ𝑘
𝐾 𝑒𝑒

ℵ𝑘
𝐾𝐽

. 

Теплове зростання розмірів зерна (i = I, Δ = 1, j = J) впливає на взаємне розташування зерен 

суміжних частин. Цей вплив несиметричний. Поверхня інструменту, яка протилежна робочій, утворена 

зернами шару за номером K. Вона нерухома, тобто 

𝑢𝐾,𝑖,𝑗 = 0. (12) 
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Несиметричну задачу замінимо асиметричною. Умовно кількість шарів, розташованих вздовж осі 

координат Δ, змінимо з K на 2K – 1. Умову переміщення зерен у напрямі осі j сформулюємо в такій 

формі – асиметричній.  

𝑢1,𝑖,𝑗,∆ = −𝑢2,𝑖,𝑗,∆ = 𝜀

{
 
 

 
 1(𝑖 = 𝐼 𝑎𝑛𝑑 ∆ = 1)

0(𝑖 ≠ 𝐼 𝑜𝑟 ∆ ≠ 1)

−1(𝑖 = 𝐼 𝑎𝑛𝑑 ∆ = 2(𝐾 − 1))

(𝑖 ≠ 𝐼 𝑜𝑟 ∆ ≠ 2(𝐾 − 1)) }
 
 

 
 

. (13) 

Збільшення кількості шарів з K до 2K – 1 забезпечує виконання умови (12) та вимагає зміни значення 

вище визначеного коефіцієнта 𝛽𝑘  на 𝛽𝑘 =
𝜋𝑘

2(𝐾−1)
 та збільшення кількості елементів складання у 

сформульованих вище виразах з K – 1 до 2(K – 1). Умову (13) задамо рядом Фур’є в дискретних, на 

обмежених кількістю зерен в структурі інструменту, безрозмірних координатах: 

𝑢2,𝑖,𝑗,∆ − 𝑢1,𝑖,𝑗,∆ =

𝜀

2𝑀(𝐾−1)
(

2∑ ∑ (𝑐(𝛽𝑘 , 1) − 𝑐(𝛽𝑘, 2𝐾))
2(𝐾−1)
𝑘=1 𝑐(𝛽𝑘 , ∆)𝑐(𝜇𝑚, 𝐼)𝑐(𝜇𝑚, 𝑖)

𝑀−1
𝑚=1 +

+∑ (𝑐(𝛽𝑘 , 1) − 𝑐(𝛽𝑘, 2𝐾))
2(𝐾−1)
𝑘=1 𝑐(𝛽𝑘, ∆) +

+∑ 𝑐(𝜇𝑚, 𝐼)𝑐(𝜇𝑚, 𝑖)
𝑀−1
𝑚=1

). 
(14) 

Врахуємо умови (10) та (14). Отримаємо значення невідомих коефіцієнтів для другої чистини 

інструменту абразивної обробки. Знайдемо різницю переміщень зерен ділянок у перерізі j = J. 

Визначимо невідомі коефіцієнти.  

𝐵2,𝑚,𝑘 =
2𝜀𝜑ℵ𝑘(𝑐(𝛽𝑘,1)−𝑐(𝛽𝑘,2𝐾))𝑐(𝜇𝑚,𝐼)

𝑀(𝐾−1)

(

 
 
 
 
 

𝑒
−ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝑁

𝑒
ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝑁
𝑒
ℵ𝑚,𝑘𝐽+𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝐽

1−𝑒
−ℵ𝑚,𝑘

1−𝑒
ℵ𝑚,𝑘

𝑒
ℵ𝑚,𝑘𝐽+𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝐽

(𝑒−ℵ𝑚,𝑘𝐽 −
1−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘

1−𝑒
ℵ𝑚,𝑘

𝑒ℵ𝑚,𝑘𝐽) − 𝑒−ℵ𝑚,𝑘𝐽 +

+
𝑒
−ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

−ℵ𝑚,𝑘𝑁

𝑒
ℵ𝑚,𝑘(𝑁+1)−𝑒

ℵ𝑚,𝑘𝑁
𝑒ℵ𝑚,𝑘𝐽 )

 
 
 
 
 

−1

, 

 

𝐵2,𝑚
𝑀 =

𝜀𝜑ℵ𝑚
𝑀𝑐(𝜇𝑚,𝐼)

𝑀(𝐾−1)

(

 
 
 
 
 
 

𝑒−ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝑁

𝑒ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒ℵ𝑚

𝑀𝑁
𝑒ℵ𝑚
𝑀𝐽+𝑒−ℵ𝑚

𝑀𝐽

1−𝑒−ℵ𝑚
𝑀

1−𝑒ℵ𝑚
𝑀 𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽+𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽

(𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝐽 −

1−𝑒−ℵ𝑚
𝑀

1−𝑒ℵ𝑚
𝑀 𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽) − 𝑒ℵ𝑚
𝑀𝐽 +

+
𝑒−ℵ𝑚

𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑚
𝑀𝑁

𝑒ℵ𝑚
𝑀(𝑁+1)−𝑒ℵ𝑚

𝑀𝑁
𝑒ℵ𝑚

𝑀𝐽
)

 
 
 
 
 
 

−1

, 

 

𝐵2,𝑘
𝐾 =

𝜀𝜑ℵ𝑘
𝐾(𝑐(𝛽𝑘,1)−𝑐(𝛽𝑘,2𝐾))

𝑀(𝐾−1)

(

 
 
 
 
 
 

𝑒
−ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
−ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒
ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒ℵ𝑘
𝐾𝐽+𝑒−ℵ𝑘

𝐾𝐽

1−𝑒
−ℵ𝑘
𝐾

1−𝑒
ℵ𝑘
𝐾 𝑒

ℵ𝑘
𝐾𝐽
+𝑒

−ℵ𝑘
𝐾𝐽

(𝑒−ℵ𝑘
𝐾𝐽 −

1−𝑒−ℵ𝑘
𝐾

1−𝑒
ℵ𝑘
𝐾 𝑒

ℵ𝑘
𝐾𝐽) − 𝑒ℵ𝑘

𝐾𝐽 +

+
𝑒−ℵ𝑘

𝑀(𝑁+1)−𝑒−ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒
ℵ𝑘
𝐾(𝑁+1)

−𝑒
ℵ𝑘
𝐾𝑁

𝑒ℵ𝑘
𝐾𝐽

)

 
 
 
 
 
 

−1

. 

 

Знайдені значення коефіцієнтів другої частини, разом з виразами співвідношень коефіцієнтів (11), 

дозволяють, за виразами (6–9), визначати переміщення та навантаження зерен, зумовлені зміною розміру 

робочого зерна в напрямі осі номерів j. Відомі переміщення зерен, відомі значення відстаней поміж 

зернами h та модуль зсуву матеріалу зв’язки G дозволяють визначати дотичні напруження в ньому. 

Знайдені переміщення, навантаження зерен та дотичні напруження в зв’язці визначають шуканий НДС 

інструменту абразивної обробки, зумовлений зростанням розміру робочого зерна в напрямі осі j. 

Наведена методика дозволяє знайти подібний НДС інструменту від впливу збільшення розмірів 

робочого зерна з координатами i = I, j = J, Δ = 1 внаслідок нагріву в напрямку осі i на величину ε. 

Шляхом складання отриманих показників НДС можна отримати шуканий напружено-деформований стан 

інструменту, зумовлений збільшенням розмірів довільного зерна робочої поверхні інструменту в 

площині, що паралельна робочій. 

Скориставшись отриманими результатами, визначили величини, що характеризують напружено-

деформований стан шліфувального інструменту, в якому абразивні зерна регулярно розташовані в шести 

шарах по п’ять рядів. Кожен з рядів складається з шести зерен. Третє зерно верхнього шару третього ряду, 

внаслідок нагрівання, змінило свій розмір на одиницю (ε = 1) в площині jΔ. Зерна мають форму куба зі 
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стороною 0,1 мм. Товщина шару матеріалу зв’язки становить 0,01 мм. Модуль зсуву зв’язки G = 109 Па. 

Модуль пружності абразивного зерна E = 1010Па. Результати розрахунків наведені на рисунках 1–4 

 

 

5 

1 
j 

T, кПа
 

1 

6 

i 

1 

2 

 
 

Рис. 1. Інтенсивності розподілу внутрішніх нормальних сил взаємодії зерен за номерами j, 

розташованими в рядах за номерами, що викликані тепловим зростанням розміру зерна в напрямку осі j 

(1 – в робочому шарі, 2 – під робочим шаром) 

 

Відповідно до отриманих залежностей одностороннє збільшення розмірів зерна призводить до появи 

сил взаємодії зерен – сил стискання. Діють вони локально, що відповідає принципу Сен-Венана. Більші 

сили виникають поміж зернами, що розташовані в тому самому шарі, що і зерно збільшеного розміру. 

В суміжному шарі вони менші. Характери розподілів сил у шарах збігаються. Це показує, що 

напруження виникають не лише в зернах, суміжних з зерном збільшених розмірів та в матеріалі зв’язки, 

розташованому поміж ними, а і за їх межами. Екстремальні їх значення зменшуються зі зростанням 

відстані від робочого шару. Розподіл переміщень зерен наведено на рисунку 2. 
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Рис. 2. Переміщення u зерен за номерами j, розташованими в рядах за номерами  

(1 – робочий шар, 2 – шар під робочим) 

 

Характер переміщення зерен, як і розподіл сил, локальний. Зміна розміру призводить до 

протилежних переміщень зерен. Переміщення в робочому шарі більші. Різниця переміщень зерен 

супроводжується їх взаємним зсувом. Вона створює умови для виникнення дотичних напружень. 

Тангенси кутів зсуву матеріалу зв’язки в площинах, паралельних площині Δi, наведено на рисунку 3. 
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Рис. 3. Тангенси кутів зсуву матеріалу зв’язки γi в площинах, паралельних робочій поверхні, поміж 

зернами за номером j, що розташовані в рядах за номерами i (1 – робочий шар, 2 - шар під робочим) 
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Кути зсуву, внаслідок зміни напрямів переміщень, змінюють свій знак. Вони виникають локально. 

Наслідком взаємного зсуву зерен різних шарів у матеріалі зв’язки під робочим шаром є поява 

напруження зсуву. Вони пропорційні тангенсам кутів зсуву (рис. 4).  
 

 

γΔ
 

i 

1 
5 j 1 

5 

 
 

Рис. 4. Тангенси кутів зсуву матеріалу зв’язки γΔ зерен робочого шару їх зернами суміжного шару 

 

Екстремальні кути зсуву в площині, нормальній до робочої поверхні інструменту та такої, що 

збігається з напрямом теплового розширення, менші майже удвічі, ніж в площині робочої поверхні за 

кубічної форми зерна. Вказане є наслідком локалізації зони збурень НДС інструменту, викликаного 

локальним збудником – зміною розміру одного зерна. Значення механічних характеристик складових 

інструменту входять до складу характеристичних показників – співмножників аргументів експонент. 

Вони впливають на розмір зони збурення. Останні визначаються значенням j, за якого 𝑒−ℵ1,1𝑗(𝑏+ℎ) ≪ 1. 

В такому випадку значення величин, до яких як множник входить експонента з від’ємним аргументом, 

безмежно мале відносно інших складових у виразах показників НДС інструменту. Переміщення та 

деформації в ортогональних напрямах до напряму теплового деформування залежать від кількості зерен 

в інструменті в цих напрямах. 

Висновки та перспективи подальших досліджень. Методами механіки, з умови рівноваги довільного 

зерна абразивного інструменту ортотропної побудови, розроблено алгоритм визначення напружено-

деформованого стану інструменту абразивної обробки у разі теплового розширення довільного зерна 

робочої поверхні в одному напрямі. Лінійність постановки задачі дозволяє визначати такий стан і для 

ортогонального напрямку в площині, паралельній робочій поверхні інструменту. Вказана послідовність 

може бути застосована до довільної кількості довільно розташованих на робочій поверхні інструменту 

зерен з різними тепловими змінами їх розмірів. Встановлено, що екстремальні напруження зсуву матеріалу 

зв’язки в площині, нормальній до робочої поверхні інструменту, майже удвічі менші за відповідні 

напруження в площині, паралельній робочої поверхні інструменту. Зона локального збурення НДС, 

викликаного тепловим розширенням зерна в напрямі дискретної координати j, визначається умовою: 

𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑟𝑐ℎ (1 +
𝐺𝑏

𝐸 ℎ
(cos (

𝜋

𝐾
) + cos (

𝜋

𝑀
) − 2)) 𝑗(𝑏 + ℎ)) ≪ 1.  

Розміри зон збурення в ортогональних напрямах залежать від кількості зерен в інструменті в цьому 

напрямі. В подальшому доцільно розробити алгоритм урахування теплових змін розміру довільного 

зерна робочої поверхні інструменту в напрямі, нормальному до поверхні останнього. 

Задача визначення напружено-деформованого стану інструменту абразивної обробки розв’язана на 

основі класичного методу механічної рівноваги довільного зерна робочої поверхні аналітичним методом 

у замкненій формі. Вказане дозволяє, в межах лінійної постановки задачі, отримані результати для 

ортогональної розташування зерен вважати такими, що мають достатньо високий рівень достовірності. 
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Belmas I.V., Bilous O.I., Tantsura G.I., Chukhno S.I., Tantsura T.O. 

The effect of thermal expansion of abrasive grain on the stressed state of the tool 

The purpose of the work is to develop a model and a method for determining the stress-strain state of the tool for 

abrasive processing of materials as an orthotropic composite with an arbitrary number of regularly spaced discrete grains 

connected by a bond material under the condition of a thermal increase in the size of an arbitrary grain of the working 

surface. The work establishes the following. The extreme shear stresses of the bond material in the plane normal to the 

working surface of the tool are almost twice as small as the corresponding stresses in the plane parallel to the working surface 

of the tool. The thermal increase in grain size, in accordance with the Saint-Venant’s principle, locally disturbs the stress-

strain state of the tool. The size of the zone of local disturbance caused by the thermal expansion of the grain in the direction 

of expansion depends on the mechanical properties of the components of the tool (moduli of elasticity for the tension of the 

grain material and for the shear of the bond material). In all directions, the size of the disturbance zones of the stress-strain 

state depends on the number of grains in the tool in directions orthogonal to the direction of the thermal change in grain size. 

The obtained results make it possible to comprehensively take into account the composite orthotropic construction, the 

mechanical properties of the components of the tool in which, due to thermal expansion, the size of the arbitrary grain of the 

working surface has increased. The linearity of the problem statement allows, by summing up the results for the changes in 

the sizes of individual, several arbitrarily located grains, and at an arbitrary heating temperature of the grains, to determine 

the total stress-strain state. The obtained dependencies, at the stage of development of the processing technology, allow us to 

quantitatively estimate the stress level in the tool, to predict the likely number of load cycles before failure, to influence the 

value of stresses by selecting materials at the stage of tool manufacturing, to choose cutting modes at the stage of technology 

development, how to increase the efficiency of using the abrasive tool processing 

Keywords: grinding tool; grain, bundle; thermal expansion; moving; forces; mechanical properties. 
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